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階層線形モデル(HLM)とは

•マルチレベルモデルのひとつ
• RaudenbushとBrykによって考案
•回帰分析を階層的なデータに対応させたもの
•マルチレベルモデルの中では最も多く利用
される
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マルチレベルモデルの概要
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階層性のあるデータとは？
•たとえば，学生を対象に調査を実施するとき，
多くは調査が学級・学校単位になる

•このようなデータは階層的な構造を持つ
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階層性のあるデータとは？
•学級・生徒間以外にも階層構造を持つデータに
はさまざまなものがある

• 複数の国の人から集めたデータ
• ペアデータ(10章参照)
• 反復測定データ

•また，階層も2段階とは限らない
• 学級単位で反復測定をすれば，学級-生徒-測定時点
の3レベルの階層構造ができる
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なぜ階層性に対応する必要があるか

•①通常の回帰分析では集団の異質性による違い
を反映できない

• 集団内で相関があったとしても，集団間でその相関
に違いがあれば，全体では相関がないとみなされて
しまうかもしれない
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なぜ階層性に対応する必要があるか

•このことは，サンプルの独立性仮定にも違反する
• 統計学的な方法論は，サンプルが独立に抽出されてい
るのが前提

• 集団内の類似性が高いことを無視して分析を行うと，
自由度の水増しにより推定値の標準誤差が小さく
推定され，第一種の過誤につながる
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なぜ階層性に対応する必要があるか

•②得られた効果が解釈できない
• たとえば，複数の大学にわたって調査を行った結果
「下宿生or自宅生」と「全国模試の成績」に関連が
あったとする

• 「下宿する人は成績がよい」？
• 「下宿生の多い大学は成績のよい学生が多い」？

• 従来の回帰分析では，この区別がつかない
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なぜ階層性に対応する必要があるか

＜限定的な対処方法＞
•①集団ごとの平均値を算出して，集団単位で
分析する

• サンプルの非独立性の問題は解決可能
• しかしデータを集団で平均化しても，個人単位の
効果は混在しているため，解釈の問題は解決でき
ない

• さらに，データを大幅に損失してしまうため，標
準誤差を過剰に大きく見積もってしまう
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なぜ階層性に対応する必要があるか

＜限定的な対処方法＞
•②集団を識別する要因をモデルに組み込むこと
で，集団の効果をコントロールする

• 個人と集団の効果が混在することは避けられる
• ただし，集団の効果そのものは分からなくなる
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なぜ階層性に対応する必要があるか

＜限定的な対処方法＞
•③集団から1つだけデータを選んで分析

(ペアデータなど)
• データの階層性そのものがなくなるため階層性の
問題は解決されるが，データの損失は避けられない

• 個人と集団の階層性の検討もできない

•ではどうするのか？
→マルチレベルモデルを使おう！
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データの階層性の評価方法
•①級内相関係数

(intra-class correlation coefficient: ICC)
• 集団内類似度の指標
• ICC = ( )

( ∗ )
• ∗: 集団内の平均的な人数
• :集団間の分散
• : 集団内の分散

• 言い換えるなら，ICC = 集団レベルの分散/全体の分散
• 有意であるか0.1以上あればマルチレベルモデルを
適用したほうがよい
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データの階層性の評価方法
•②デザインエフェクト (Design Effect: DE)

• ICCに対し集団内の人数の影響を考慮に入れたもの
• 集団内の人数が多いほど，同じ級内相関でも階層性が
より深刻である

• DE = 1 + ( ∗-1)ICC
• ∗: 集団内の平均的な人数

• ２以上あればマルチレベルモデルを適用したほうがよい
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データの階層性の評価方法
•③従来の回帰モデルとのAIC比較

• ICCやDEのカットオフポイントは経験的に
定められたもの

• ICCが0.1未満かつDEが2未満でもマルチレベルモデ
ルを適用した方がよい場合がある

• 切片に変量効果(後述)を仮定したモデルでAICが改善
されていれば，マルチレベルモデルを適用した方が
よい

• 今回用いるサンプルデータはこのパターン
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データの階層性の評価方法
•基本的にデータが階層的であればマルチレベル
モデルを使うことを考慮に入れたほうがよいが，
集団数が極端に少ない場合(N = 2など)は
適切とはいえないことも

•どれだけ集団数が必要かどうかは検定力分析
などで判断するとよい
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階層線形モデルの概要
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回帰分析との違い
•ある集団に着目したときの回帰式

• 目的変数i = β0 + β1 * 説明変数i + ei
• 集団ごとに回帰係数が得られる
• 最小二乗法で推定

• しかし，今回は集団がたくさんある
• たくさんの集団から生じる回帰式をひとつのモデル
で表現したい
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回帰分析との違い
•階層線形モデルはこれが可能
＜レベル1(個人)の式＞
• 目的変数ij = β0j + β1j * 説明変数ij + eij
＜レベル2(集団)の式＞
• β0j = γ00 + u0j
• β1j = γ10 + u1j

• いわゆる回帰分析の回帰分析
• 切片(β0j)・回帰係数(β1j)を固定効果(γ00 ,γ10)・
変量効果(u0j ,u1j)に分けて推定

• 最尤法で推定
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固定効果と変量効果
•固定効果

• モデルによって推定されるパラメータが定数として
得られるもの

• 回帰分析における切片や回帰係数など
•変量効果

• 人や集団によってパラメータが違っていて，
確率的に変動するもの

• 実は回帰分析の残差(ei)も変量効果
• 表記にiやjなどの添え字がつけられる
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固定効果と変量効果
•階層線形モデルは，切片や傾きについて，固定
効果と変量効果を同時に推定できる
目的変数

説明変数

変量効果
（回帰係数）

変量効果
（切片）

固定効果
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固定効果と変量効果
•もちろん，どちらか一方にのみ変量効果を
仮定するモデルもある

• 切片にのみ変量効果を仮定する場合
(回帰係数に集団間変動はない場合)
＜レベル1(個人)の式＞
• 目的変数ij = β0j + β1j * 説明変数ij + eij
＜レベル2(集団)の式＞
• β0j = γ00 + u0j
• β1j = γ10
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固定効果と変量効果
• どのような基準で変量効果を仮定するか？

• ①説明変数の級内相関係数が有意
• ②回帰係数の(集団の)分散成分が有意

• ただし①，②はサンプルサイズに依存する
• ③尤度比検定を利用

• 複雑なモデルとその次に複雑なモデルの対数尤度の差の
有意性を判定(非有意の場合はより単純なモデルの方がよい)

• ただし，一方のモデルがもう一方のモデルの一部を制限した
(ネストされた)ものでなければならない

• ④AICやBICなどの情報量基準を利用
• モデル同士がネスト関係にある必要がない
• 尤度比検定よりも広く使われる
• 変量効果を仮定したモデルのほうが仮定しないモデル
よりもAIC/BICが小さくなっていたら，変量効果を仮定すべき
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補足：最小二乗法と最尤法
• 最小二乗法

• 残差(変量効果, ei)を最小にする方法
• マルチレベルモデルでは，複数の変量効果が想定されるため，
最小二乗法の結果は適切ではない

• 最尤法
• 多くの推定値を同時に推定できる
• 尤度関数に基づいて，尤度(もっともらしさ)を最大にする
モデルを推定

• 集団の数が小さい場合は，変量効果の分散成分が
過小評価される

→対処法：制限つき最尤法(REML)
• 変量効果についてのみ最尤法を適用する
• ただし固定効果の尤度を計算しないため，どの変数を
固定効果としてモデルに含めるべきかは判断できなくなる
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集団レベルの変数の投入
•階層線形モデルでは，切片や回帰係数が集団間
で異なる場合に，集団レベルの変数がその差異
を説明できるかを検討できる

• この場合，
＜レベル1(個人)の式＞
• 目的変数ij = β0j + β1j * 説明変数ij (個人)+ eij
• ＜レベル2(集団)の式＞
• β0j = γ00 + γ01 *説明変数(集団) + u0j
• β1j = γ10 + γ11 *説明変数(集団) + u1j
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集団レベルの変数の投入
• レベル2の式をレベル1の式に代入すると，
目的変数ij = (γ00 + γ01 *説明変数(集団) + u0j) + 
(γ10 + γ11 *説明変数(集団) + u1j) * 説明変数ij (個人)+ eij

= γ00 + γ01 *説明変数(集団)
+ γ10 * 説明変数ij (個人)
+ γ11 *説明変数(集団) * 説明変数ij (個人)
+ u0j + 説明変数ij (個人) * u1j + eij

• γ11は集団レベルの変数と個人レベルの変数との
交互作用の効果である(レベル間交互作用)

• これにより，集団レベルの変数が個人レベルの変数と目
的変数との関係をどのように調整しているのかがわかる
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変数の中心化
•集団平均中心化(centering within cluster: CWC)

• 個人の得点から，その個人が所属する集団の得点の
平均値を引く

• 個人レベルの得点から集団の効果を取り除ける
•全体平均中心化(centering using grand mean: CGM)

• 変数の全体の平均値を各得点から引く
• 回帰係数は変化しないが，レベル間交互作用を扱う
ときにレベル2の変数に施すと解釈がしやすくなる

• レベル1の回帰係数はレベル2の回帰係数が0であった場合の
値であるから，レベル2の変数が概念上０を取りえないとき
は便利
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変数の中心化
•レベル1の説明変数の中心化の使い分け

(尾崎,2009)
• ①個人レベルの説明変数の影響に関する研究

→CWC
• ②集団レベルの説明変数の影響に関する研究

→CGM
• ③個人レベルの説明変数と集団レベルの説明変数の
影響の比較→どちらでもOK

• ④レベル間交互作用の検討→CWC
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サンプルデータの概要
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データの概要
•学習動機付けは学習方略の使用にどのような
影響を与えるのか

•教師の指導方略が学習方略の使用，
学習動機付けと学習方略使用の関係に
どのような影響を与えるのか
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データの概要
•縦断調査
•複数の学校・学級に所属する中学１年生～
３年生と，その生徒を担当する数学教師が対象

•時点1と時点2の生徒データと教師データをもと
に分析を行う
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データの概要
•生徒質問紙

• 学習動機付け
• 外的調整(gaiteki): 外発的動機付けに相当
• 取り入れ的調整(toriire): 「友達よりもよい成績をとりたい
から学習する」など

• 同一化的調整(douituka): 「希望する大学や高校に行きたい
から学習する」など

• 内的調整(naiteki): 内発的動機付けに相当
• 学習方略(2時点にわたって調査)

• 理解方略(rikai1,2)：公式・解法の意味を理解しようとした
り，関連付けたりする方略

• 暗記方略(anki1,2)：公式・解法の意味を理解しようとせず，
丸暗記に頼る方略
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データの概要
•教師質問紙

• 意味理解重視方略(rikai_t)
• 公式や解法の意味を理解させることを重視して授業を
進める方略

• 日常関連付け方略(nichijo_t)
• 授業内容と日常生活との関連を示しながら授業を進める
方略
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Rによるサンプルデータの解析

注：サンプルデータにはダミーデータが入っている＋分析ツールが
テキストと異なっているため，推定モデル・得られる結果はテキストに
示されているものとは異なる 34



Rの起動とデータのコピー
•「スタート」→「すべてのプログラム」

→「表計算・統計」
→「R」→「R 3.3.2」

•「データ(11章).csv」をExcelで開き，
データを全て選択してコピー
(Ctrl + Aで全て選択できる)
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データとスクリプトの読み込み

• Rの画面にdat<-read.table(“clipboard”, header=T)
と直接入力してEnterを押す

• 何もエラーが出なければOK
• datという入れ物にデータが格納された

•次に，メニューから
File→Open script→dataanalysis11th.Rを選択

• もうひとつウィンドウが出てくる
• エディタと呼ばれるもので，入力したスクリプトを
保存したり，先に作っておいたスクリプトを実行
したりできる
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データの確認
•エディタで，”head(dat,3)#最初の３行表示”を
選択して，Ctrl + Rで実行

• datの中に正しくデータが入っていることが
確認できる
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パッケージの読み込み
•階層線形モデルの推定には”lmerTest”という
パッケージが必要

•サテライトのPCには既にインストールされて
いるようなので，エディタの
library(lmerTest)#lmerTestを参照
を選択してCtrl+R

• 何かメッセージが出てくるが無視する
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集団ごとの散布図を出す
#理解2と外的調整（説明変数の中から任意で選択）
のクラスごとの散布図を描画
library(lattice)
xyplot(rikai2~gaiteki|class,data = dat,panel=function(x,y){
panel.xyplot(x,y)
panel.lmline(x,y)},
xlim=c(1,5),
ylim=c(1,4))

•以上をまとめて選択して実行
• rikai2とgaitekiの関連性について見てみる
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•集団ごとに
回帰係数や切片が
異なっている様子
がわかる

40



• anki2についても
同様
(douitukaとanki2
を対象とした)

•集団ごとに
回帰係数や切片が
異なっている様子
がわかる
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級内相関の計算
• model0.rikai2を作成
• model0.rikai2<-

lmer(rikai2 ~ (1|class), data=dat, REML=F)

• 説明変数を入れずに目的変数のみで作成された
モデルをヌルモデルという

• 目的変数の分散を集団レベルの分散とそれ以外で
説明するため，級内相関が算出できる

•上の式とsummary(model0.rikai2)をまとめて実行

目的変数 切片(1)がクラスごと
に違うことを仮定

datをデータ
として使う

REMLは使わない
＝最尤法を使う
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集団レベルの分散

その他の分散

ICC= 0.02031/(0.02031+0.85180) = 0.0233
DE = 1 + (2000/67 – 1)* 0.0233= 1.673
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集団レベルの分散

その他の分散

ICC= 0.008578/(0.008578+0.716395) = 0.0118
DE = 1 + (2000/67 – 1)* 0.0118= 1.341

暗記も同様に
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説明変数の中心化
•以下に示されたスクリプトをまとめて実行

正しく追加されて
いることがわかる

各得点から集団平均を
引いた値をdatに追加
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重回帰分析とのAIC比較
•重回帰分析はlm関数で行う
•集団平均中心化した説明変数をともに使用
•以下のスクリプトを実行

• ~と(1|class)の間にあるのが独立変数

切片に変量効果を仮定したほうが
AICが改善されている

＝目的変数は階層性の影響を
受けている
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重回帰分析とのAIC比較
• anki2についても同様

切片に変量効果を仮定したほうが
AICが改善されている

＝目的変数は階層性の影響を
受けている
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説明変数の変量効果を仮定する

•どの説明変数に変量効果を仮定すべきか？
•スライド22の④を利用
•想定されうる全てのモデルを作成し，
そのAICが最も低いものを用いる

• 今回の場合，5個の説明変数のうち0～5個が
変量効果として仮定されうるから，
計32通りのモデルがある

•スクリプト内のmodel1.rikai2の式から
model32.rikai2の式までをまとめて実行
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•モデルの作成が終わったら
全てのモデルのAICを算出

• model10.rikai2(rikai1とgaiteki
に変量効果を仮定)したもの
が最もAICが低い

• summary(model10.rikai2)を
実行してモデルの中身を見る
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変量効果の分散

固定効果の回帰係数
標準誤差
自由度
ｔ値

回帰係数の有意性検定

固定効果同士の相関
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• anki2も同様に32通りの
モデルを作成

•モデルの作成が終わったら
全てのモデルのAICを算出

• model11.anki2(naitekiと
douitukaに変量効果を仮定)
したものが最もAICが低い

• summary(model11.anki2)を
実行してモデルの中身を見る
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変量効果の分散

固定効果の回帰係数
標準誤差
自由度
ｔ値

回帰係数の有意性検定

固定効果同士の相関
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学級レベルの変数の投入
• rikai_tとnichijo_tについて，以下のスクリプト
を実行

正しく追加されて
いることがわかる

各得点から全体平均を
引いた値をdatに追加
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学級レベルの変数の投入
•集団レベルの変数を先ほど作成したモデルに
追加して再分析

• result.rikai2<-
lmer(rikai2~rikai1.cwc+naiteki.cwc+douituka.cwc+toriire
.cwc+gaiteki.cwc+
rikai_tc+nichijo_tc+rikai1:rikai_tc+rikai1:nichijo_tc+gaite
ki.cwc:rikai_tc+gaiteki.cwc:nichijo_tc+
(1+rikai1.cwc+gaiteki.cwc|class),data=dat,REML=F)

• 学級レベルの変数とレベル間交互作用を追加
• summary(result.rikai2)で結果表示
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変量効果の分散

固定効果の回帰係数
標準誤差
自由度
ｔ値

回帰係数の有意性検定

この下にさらに
固定効果同士の相関

が続く 55



学級レベルの変数の投入
•スクリプトには直後に単純主効果の話が
書かれているがrikai2については省略

•続いてanki2に関しても同様に学級レベルの
変数(＋レベル間交互作用)を投入して実行
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変量効果の分散

固定効果の回帰係数
標準誤差
自由度
ｔ値

回帰係数の有意性検定

この下にさらに
固定効果同士の相関

が続く 57



単純主効果の検定
• rikai2についてはrikai1.cwc*nichijo_tc,

anki2についてはnaiteki.cwc*rikai_tc,
douituka.cwc*rikai_tcで有意な交互作用がみられた

•最も回帰係数の絶対値が大きい
douituka.cwc*rikai_tcで単純主効果の検定を
行ってみる
(スクリプトは一番最後)
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単純主効果の検定
•単純主効果の検定に必要なもの

• 階層線形モデルの推定結果
• 既にsummary(result.anki2)で算出済み

• 2変数の標準偏差
• sd(dat$douituka.cwc)とsd(dat$rikai_tc)で算出

• 回帰係数の共分散行列
• vcov.merMod(result.anki2)で算出

•準備ができたら，
http://www.quantpsy.org/interact/hlm2.htm
にアクセス
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Case3を使用: x1 = douituka.cwc, w1 = rikai_tcに相当

rikai_tcの±1SD

douituka.cwcの
±1SD

切片・回帰係数

共分散

分散

切片とdouituka.cwcの
自由度
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summary(result.anki2)より
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vcov.merMod(result.anki2)より

62



記入後

Calculateを押して計算
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W1(理解方略低)のとき回帰係数が有意
W3(理解方略高)のとき回帰係数は非有意

押すとグラフを出力
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